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Представлена оригинальная методика расчета масс конституентных c- и
b-кварков в модели, основанной на составной кварковой модели и на точечной
форме пуанкаре-инвариантной квантовой механики. Показано, что использова-
ние кварк-антикваркового потенциала и интегрального представления константы
распада векторного мезона V → �+�− приводит к результатам расчета масс
и магнитных моментов, сопоставимым с другими моделями.

We present an original method for constituent c- and b-quarks masses
calculating in a model based on the composite quark model and the point form of
Poincaré-invariant quantum mechanics. It is shown that quark–antiquark potential
and integral representation of the vector meson V → �+�− decay constant usage
leads to results for the masses and magnetic moments that are comparable with
other models.

PACS: 13.20.−v; 14.40.Gx; 14.65.Fy; 14.65.Dw; 14.40.Pq

ВВЕДЕНИЕ

Расчет электромагнитных характеристик мезонов является нетриви-
альной задачей физики элементарных частиц. Наличие значительного
объема экспериментальных данных по лептонным и радиационным рас-
падам [1] позволяет проводить оценки других наблюдаемых мезонов
легкого сектора в различных подходах и моделях. Для тяжелых мезо-
нов высокоточных данных меньше или механизмы распада значительно
сложнее. Указанные сложности требуют привлечения дополнительных
соотношений, в том числе с использованием межкваркового потенциала.

Актуальность исследования тяжелых qq-систем возросла в послед-
нее время в силу обновления и уточнения экспериментальных данных
по псевдоскалярным ηc-, ηb- и векторным J/ψ- и Υ-мезонам. Пре-
цизионные значения масс псевдоскалярных Mηc-, Mηb- и векторных
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MJ/ψ-, MΥ-мезонов, а также ширин лептонных распадов J/ψ → �+�− и
Υ → �+�− позволяют как вычислять электромагнитные характеристики
тяжелых частиц, так и проводить оценки структурных функций консти-
туентных кварков.

Среди многообразия моделей, посвященных описанию тяжелых мезо-
нов, отметим работу [2]. Авторами проведены вычисления характеристик
легких и тяжелых мезонов, а также ширин распадов в едином подходе
с использованием феноменологической константы αs(q

2) с фиксирован-
ным значением αcrit. Предложенный подход к настоящему времени уже
считается стандартным при описании тяжелых мезонов [3] и успешно
используется в других моделях (см. [4–7] и ссылки там).

Для описания составных qq-систем авторы отмечают подход, основан-
ный на группе Пуанкаре [8]. К настоящему времени каждая из трех форм
пуанкаре-инвариантной квантовой механики (далее ПиКМ) используется
для описания кварковых систем, в том числе и для тяжелых мезонов.
Ниже мы не будем перечислять особенности каждой формы ПиКМ, по-
скольку все преимущества и недостатки описаны в [8]. Отметим только,
что в силу равенства 4-скоростей Vμ с и без взаимодействия точечная
форма ПиКМ наиболее естественным образом обобщается для подобных
расчетов.

Данная работа имеет следующую структуру: в разд. 1 представлены
соотношения модели, основанной на составной кварковой модели и на
точечной форме ПиКМ. В разд. 2 изложена методика расчета параметров
модели с использованием межкваркового потенциала и феноменологиче-
ской константы αs(q

2) с фиксированным критическим значением αcrit.
Как результат работы в разд. 3 проведены численные расчеты масс c- и
b-кварков, а также их аномальных магнитных моментов с последующим
сравнением с другими подходами и моделями.

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Приведем ключевые соотношения развиваемой модели, основанной на
составной кварковой модели и на точечной форме ПиКМ. Ниже опреде-
лим базис прямого произведения двухчастичного состояния с импульса-
ми p1,2 и спиральностями λ1,2 группы Пуанкаре как |p1,λ1〉 ⊗ |p2,λ2〉=
|p1,λ1,p2,λ2〉. В таком базисе вектор состояния мезона с 4-импульсом
Qμ={ωM (Q),Q}, массой M и спином Jμ определяется как [8]

|Q,Jμ,M 〉 =
∑
λ1,λ2

∑
ν1,ν2

∫
dkΦJμ�S (k, βqQ)Ω

(
� S J
ν1 ν2 μ

)
(θk,φk)×

×
√
ωmq (p1)ωmQ

(p2)

ωmq(k)ωmQ
(k)V0

D
1/2
λ1,ν1

(nW1) D
1/2
λ2,ν2

(nW2) |p1,λ1,p2,λ2〉 . (1)
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В выражении (1) для краткости использованы обозначения

V0 = ωM0(Q)/M0, ωm(Q) =
√
Q2 +m2 ,

Ω
(
� S J
ν1 ν2 μ

)
(θk,φk) = Y�m (θk,φk) C

(
s1 s2 S
ν1 ν2 μ

)
C
(
� S J
m λ μ

)
,

(2)

где Y�m (θk,φk) — сферические функции, определяемые углами вектора
относительного импульса k; D1/2

λ,ν (nW ) — функции вращения Вигнера
и M0 = ωmq(k) + ωmQ

(k) — инвариантная масса двух конституентных
кварков [8]. Волновая функция в (1) нормирована условием∑

�,S

∫
dk k2

∣∣∣ΦJμ�S (k, βqQ)∣∣∣2 = 1. (3)

Использование выражения (1) и кваркового тока в системе покоя ме-
зона υλ2(−k,mq)Γ

μuλ1(k,mq) приводит к интегральному представлению
константы распада V → �+�− в предложенном подходе [9]

fV (eq,κq,mq,βVqq) =

√
3
π

∞∫

0

dk k2 Φ(k,βVqq)
2ωmq (k) +mq

ω
3/2
mq (k)

×

× eq

(
1+ κq

ωmq (k)
(
ωmq(k) + 2mq

)
mq

(
2ωmq (k) +mq

)
)
, (4)

где κq — аномальный магнитный момент кварка, определяемый из

Γμq = eqγ
μ + eq

κq
2mq

i σμν qtrν ; (5)

в (5) определен переданный импульс вершины qtrν . Соотношение (4) будет
использоваться ниже для вычисления электромагнитных характеристик
конституентных кварков тяжелого сектора.

2. ЭЛЕМЕНТЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Вычисления масс конституентных кварков и β-параметров пробных
волновых функций проведем с использованием задачи на собственные
значения [5]

Ĥqq |ψ 〉 =
(√

k2 +m2
q +

√
k2 +m2

q + V̂qq(r)
)
|ψ 〉 =M |ψ 〉, (6)

где M — собственное значение (масса) гамильтониана Ĥqq. В пред-
ложенном подходе будем использовать кварк-антикварковый потенциал,
включающий кулоновскую, запирающую и спин-спиновую части соответ-
ственно [2–7]:

V̂qq(r) = V̂coul(r) + V̂linear(r) + V̂ss(r). (7)
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Процедура размазки потенциала (7) в r-пространстве [2] приводит к
выражению релятивизированного потенциала:

V̂coul(r) = − 4
3 r

7∑
i=1

αi erf (τi(b) r) , τi(b) =
b γi

b2 + γ2i
, (8)

V̂linear(r) = σ r

(
1√
π

exp
[−b2r2]
b r

+

(
1+

1
2 b2 r2

)
erf(b r)

)
+ w0, (9)

V̂ss(r) = − 32 (sq · sq)
9
√
πmqmq

7∑
i=1

τ3i (b) exp
[−τ2i (b)r2] . (10)

В выражениях (8)–(10) αi и γi — набор феноменологических парамет-
ров, σ — параметр запирания и b — параметр размазки. Отметим, что
значение σ выбирается в интервале σ ∈ [0,18, 0,20] [2–7], а критическое
значение бегущей константы выбрано αcrit = 0,692.

Поиск значений M будем проводить с использованием задачи на
собственные значения в базисе ортонормированных пробных волновых
функций φi. В таком случае задача (6) сведется к

Hj ici =Mcj , 〈φj |φi 〉 = δj i, (11)

где cj — собственный вектор гамильтониана Ĥqq [5]. Для cc-связанных
систем псевдоосцилляторную пробную волновую функцию в k-простран-
стве выберем в виде

Φ
(osc)
n � (k,β) =

= (−1)n(−i)�
√

2Γ(1+ n)

Γ(3/2+ �+ n)
exp

[
− k2

2β2

] (
k

β

)�
L
�+ 1

2
n

(
k2

β2

)
, (12)

где Γ(n) — гамма-функция Эйлера и Lba(x) — обобщенный полином Ла-
герра; для bb-связанных систем будем использовать псевдокулоновскую
пробную волновую функцию

Φ
(coul)
n � (k,β) =

=

2 i�k�
(

β

β2 + k2

)2+�√
β n! (2�+ n+ 2)!

Γ(� + n+
3
2
)

P
(�+ 3

2 , �+
1
2 )

n

(
k2 − β2

k2 + β2

)
(13)

с полиномами Якоби P
(a,b)
n (x). Для базиса (12) аналитическое выраже-

ние оператора кинетической энергии примет вид
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∞∫

0

Φ
(osc)
n′ � (k,β)

√
k2 +m2 Φ

(osc)
n � (k,β) k2 dk =

= (−1)n
′+n β

√
n′!n!

((
�+ n+

1
2

n

)
n′∑
j=0

(−1) j

j!

(
� + n′ +

1
2−j + n′

)
×

× Γ

(
3
2
+ j + �

)
3F2

(
−j,−1

2
− j − �,−n; 3

2
+ �, 1− j + n′;−1

)
×

× U

(
−1
2
,−1− j − �,

(
m

β

)2
)
+

+
1
n′!

n+n′∑
j=1+n′

(−1) j

j − n′

(
�+ n+

1
2−j + n+ n′

)
Γ

(
3
2
+ j + �

)
×

× 3F2

(
−1
2
− �− n′, j − n− n′,−n′; j − n′ + 1, j + �− n′ +

3
2
;−1

)
×

× U

(
−1
2
,−1− j − �,

(
m

β

)2
))(

Γ

(
3
2
+ �+ n

)
Γ

(
3
2
+ �+ n′

))−1/2

(14)

c обобщенными гипергеометрическими функциями pFq(a, b, z) и гипер-
геометрическими функциями Трикоми U(a, b, z). Для bb-связанных си-
стем аналитическое выражение оператора кинетической энергии запи-
шется как

∞∫

0

Φ
(coul)
n′ � (k,β)

√
k2 +m2 Φ

(coul)
n � (k,β) k2 dk = (−1)n

′−n 2m
√
n′!n!×

×√
2�+ n′ + 2

√
2�+ n+ 2

(
Γ

(
�+ n′ +

3
2

)
Γ

(
�+ n+

3
2

))−1

×

×
((

�+ n+
1
2

n

)
n′∑
j=0

Γ

(
�+ j +

3
2

)(
�+ n′ +

1
2

n′ − j

)(
�+ n′ +

3
2

j

)
×

×Γ (−j + �+ n′ + n+ 2) 2F 1

(
−1
2
, j + �+

3
2
, 2 �+ n′ + n+

7
2
, 1− β2

m2

)
×

× 4F3

(
−j,−j − �− 1

2
,−n, �+ 3

2
,−j + n′ + 1,−j + �+ n′ +

5
2
, 1
)
+

+

(
�+ n′ +

3
2

n′

)
n′+n∑
j=n′+1

(−1)j Γ
(
�+ j +

3
2

)(
�+ n+

1
2−j + n+ n′

)(
� + n+

3
2

j − n′

)
×
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× Γ (−j + �+ n+ n′ + 2) 2F 1

(
−1
2
, j + �+

3
2
, 2 �+ n′ + n+

7
2
, 1− β2

m2

)
×

× 4F3

(
−�− n′ − 1

2
, j − n′ − n, j − n′ − n− 3

2
, −n′,

�+
5
2
, j − n′ + 1, j + �− n′ +

3
2
, 1
))

. (15)

Отметим, что выражения (14), (15) операторов кинетической энергии
в базисах (12), (13) получены впервые. Аналитические выражения опера-
тора потенциала с функциями (13), (14) достаточно громоздки, поэтому
ниже приводиться не будут.

Уравнения (6) и (11)–(15) составляют основу подхода и будут исполь-
зованы ниже для расчета масс конституентных c- и b-кварков.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Расчет масс конституентных кварков и β-параметров пробных волно-
вых функций будем проводить из условия минимума функционала

χ2
d.o.f =

((
MP −M(mq,βPqq)

)2
(δMP )

2 +

(
MV −M(mq,βVqq)

)2
(δMV )

2

)2

, (16)

где MP , MV — массы псевдоскалярного и векторного кваркония с со-
ответствующими экспериментальными неопределенностями δMP , δMV .
Использование экспериментальных данных для ηc- и J/ψ-мезонов сов-
местно с шириной распада J/ψ → �+�− приводит к следующим зна-
чениям масс конституентного c-кварка и его магнитного момента для
различных случаев размерности матрицы (11) (табл. 1).

Таблица 1. Сопоставление массы конституентного c-кварка и его магнитно-
го момента с другими подходами и моделями. Магнитные моменты кварка
указаны в ядерных магнетонах μN

Подход, модель Масса c-кварка, ГэВ μc без κc μc с κc

Релятивистская
кварковая модель [2] 1,628 — —
Динамика
на световом фронте [10] 1,445 — —
Динамика
на световом фронте [11] 1,300 — —
Эта работа,
одномерный случай 1,415± 0,010 0,442± 0,003 0,308± 0,006
Эта работа, 2× 2 1,135± 0,010 0,551± 0,006 0,584± 0,009
Эта работа, 3× 3 1,322± 0,012 0,473± 0,004 0,393± 0,007
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Таблица 2. Сопоставление массы конституентного b-кварка и его магнитно-
го момента с другими подходами и моделями. Магнитные моменты кварка
указаны в ядерных магнетонах μN

Подход, модель Масса b-кварка, ГэВ −μb без κb −μb с κb

Релятивистская
кварковая модель [2] 4,977 — —
Динамика
на световом фронте [10] 4,640 — —
Динамика
на световом фронте [11] 4,500 — —
Эта работа,
одномерный случай 4,645± 0,010 0,067± 0,001 0,053± 0,014
Эта работа, 2× 2 4,645± 0,010 0,067± 0,001 0,052± 0,001
Эта работа, 3× 3 4,684± 0,012 0,066± 0,001 0,087± 0,001

Для ηb- и Υ-мезонов аналогичные расчеты с использованием (13),
(15) приводят к следующим значениям массы конституентного b-кварка
и его аномального магнитного момента (табл. 2).

Отметим, что магнитный момент c- и b-кварка в табл. 1, 2 определя-
ется с учетом его аномальной части κq как

μq =
eq

2mq
(1+ κq) (17)

и приводится в ядерных магнетонах μN = e/2Mp. Ниже мы проведем
сравнение полученных значений (табл. 3).

Анализ табл. 3 показывает, что предложенный подход приводит к
значению магнитного момента c-кварка, сопоставимому с другими под-
ходами и моделями. Подчеркнем также, что данных по магнитному
моменту b-кварка значительно меньше. Анализ барионных данных без
учета электромагнитной структуры кварка работы [12] дает значение
μb = −0,06 в единицах μN .

Таблица 3. Сопоставление магнитного момента c-кварка

Подход, модель Магнитный момент c-кварка
в ядерных магнетонах μN

Анализ барионных данных [13] 0,480± 0,030

Анализ барионных данных [12] 0,390

Анализ барионных данных [14] 0,350± 0,060

Эта работа, одномерный случай Без κc 0,442± 0,003
С κc 0,308± 0,006

Эта работа, 2× 2 Без κc 0,551± 0,005
С κc 0,584± 0,009

Эта работа, 3× 3 Без κc 0,473± 0,004
С κc 0,393± 0,007
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложена оригинальная методика расчета масс конституентных c- и
b-кварков в модели, основанной на составной кварковой модели и на то-
чечной форме ПиКМ. В ходе вычислений авторами получено интеграль-
ное представление константы распада векторного мезона в лептонную
пару с учетом электромагнитной структуры конституентного кварка.

Расчет масс и магнитных моментов кварков тяжелого сектора прово-
дился с использованием потенциала, включающего запирающую, куло-
новскую и спин-спиновую части с фиксированным значением αcrit. Отли-
чительной особенностью предложенного подхода является использование
аналитических выражений матричных элементов кинетической энергии
для пробных псевдокулоновских и псевдоосцилляторных волновых функ-
ций, явный вид которых был получен впервые. Результаты численных
расчетов показали, что предложенная методика приводит к удовлетвори-
тельным значениям масс и магнитных моментов c- и b-кварков в развитом
формализме.

Как результат работы проведен сравнительный анализ с другими
подходами и моделями, основанными в том числе на динамике светово-
го фронта [10, 11]. Сопоставление показало, что полученные в работе
значения масс mc, mb коррелируют с альтернативными методами расче-
та, использующими аналогичный потенциал. Также показано, что учет
электромагнитной структуры конституентных c- и b-кварков приводит
к сопоставимым с барионными данными значениям магнитных момен-
тов μc, μb.

В заключение отметим, что предложенная методика расчета электро-
магнитных характеристик мезонов тяжелого сектора может быть исполь-
зована для χ- и h-систем, а также для описания qq-систем с высшими
спинами. Кроме того, полученные в работе значения могут быть исполь-
зованы для расчета наблюдаемых радиационных и адронных переходов
D- и B-мезонов с учетом электромагнитной структуры конституентных
кварков.
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ством образования Республики Беларусь.
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